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ИССЛЕДОВАНИЯ КОНСЕРВАТИВНОЙ КОНЕЧНО-
РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ПЕРЕНОСА
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Аннотация
Исследования проведены для общеизвестных и наиболее широко применяемых конечно-разностных аналогов конвек-

тивных слагаемых уравнения переноса вещества. В статье показаны ситуации, в которых нарушается консерватизм при 
расчете теоретически консервативных уравнений переноса вещества. Предложена новая  консервативная конечно-раз-
ностная схема для конвективных слагаемых уравнения переноса. Предлагаемая к использованию конечно-разностная 
схема не теряет своей консервативности в двигающемся газе или жидкости, при различных возможных распределениях 
скоростей. Проведены тестовые расчеты, показывающие преимущества новой схемы по сравнению с общеизвестными 
схемами расчета. Данная статья написана таким образом, что любой читающий ее смог бы повторить все расчеты само-
стоятельно, чтобы удостовериться в том, что все описанное и сказанное в этой статье представлено точно и без искажений. 
Показано, что при использовании самых известных и повсеместно используемых конечно-разностных схем направлен-
ных разностей, могут и возникают условия, при которых теряется консерватизм при решении уравнений описывающих 
фундаментальные законы Сохранения вещества. В статье предлагается новая консервативная конечно-разностная схема 
к  аэрогидродинамическим расчетам, при использовании конечных разностных методов. 

Ключевые слова: частная производная, консерватизм расчета, перенос вещества, схемная вязкость, конечные разно-
сти, численное решение, устойчивость.

КЎЧИРИШ ТЕНГЛАМАЛАРИ УЧУН КОНСЕРВАТИВ
ЧЕКЛИ-АЙИРМА СХЕМАСИ  

А.Т.Салохиддинов – т.ф.д., профессор, А.Г.Савицкий – т.ф.н., О.А.Аширова – PhD
"Тошкент ирригация ва қишлоқ хўжалигини механизациялаш муҳандислари институти"
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Аннотация
Тадқиқотлар моддани кўчириш тенгламасининг умуммаълум ва энг кўп қўлланиладиган конвектив қўшилувчилари-

нинг чекли-айирма аналоглари мисолида бажарилган. Мақолада моддаларни ўтказишнинг  назарий консерватив тенгла-
маларини ҳисоблаш жараёнида уларнинг консерватизми бузилиш ҳолатлари кўрсатилган. Моддани кўчириш  тенглама-
сининг конвектив қўшилувчилари учун янги, мутлақо консерватив чекли-айирма схемаси тавсия қилинган. Фойдаланиш 
учун тавсия қилинган чекли-айирма схемаси ҳаракатланувчи газ ёки суюқликда, тезликнинг мумкин бўлган тақсимоти-
да ўзининг консерватизмини йўқотмайди. Бажарилган тест режимидаги ҳисоблар асосида янги схеманинг бугунги кун-
да мавжуд ва маълум бўлган ҳисоблаш схемалари билан солиштирганда афзалликларга эга эканлиги аниқланди. Ушбу 
мақола, ўқувчига ҳисоб-китобларни мустақил такрорлаш асосида барча олинган натижаларнинг тўғрилигига ишонч ҳосил 
қилиш имконини беради.  Тадқиқотлар натижасида бугунги кунда маълум бўлган ва кенг қўлланиладиган йўналтирил-
ган чекли-айирма схемаларидан фойдаланганда модданинг сақланиши қонунларини тавсифловчи асосий тенгламаларни 
ечишда консерватизмнинг йўқолиши ҳолати юзага келиши мумкинлиги аниқланди. Мақолада тадқиқотлар натижасида 
чекли-айирма усулларидан фойдаланган ҳолда аэрогидродинамик ҳисоблар учун олинган янги, мутлақо консерватив чек-
ли-айирма схемаси тавсия қилинган.

Таянч сўзлар: қисман хосила, ҳисоблаш консерватизми, модданинг кўчирилиши, схема ёпишқоқлиги, чекли-айирма-
лар, сонли ечим, барқарорлик.

  STUDY OF A CONSERVATIVE FINITE-DIFFERENCE SCHEME 
FOR TRANSFER EQUATIONS 

A.T.Salokhiddinov – DSc, professor, A.G.Savitsky – c.t.s., О.А.Ashirova – PhD
“Tashkent Institute of Irrigation and Agricultural Mechanization Engineers” National Research University

Abstract
The study has been carried out for the well-known and most widely used finite-difference analogs of convective terms of the 

substance transfer equation. The article shows situations in which the conservatism of calculating theoretically conservative 
equations of matter transfer is violated. A new, absolutely conservative finite-difference scheme for convective terms of the transport 
equation is proposed. The finite-difference scheme proposed for use does not lose its conservativeness in a moving gas or liquid 
under any possible velocity distributions. Test calculations have been carried out, showing the advantages of the new scheme in 
comparison with well-known calculation schemes. This article is written so that anyone reading it can repeat all the calculations 
themselves to make sure that everything described and said in this article is presented accurately and without distortion. It is shown 
that when using the most well-known and widely used finite-difference schemes of directional differences, conditions may arise 
under which conservatism is lost when solving equations describing the fundamental laws of conservation of matter. The article 
proposes a new, absolutely conservative finite difference scheme for aerohydrodynamic calculations using finite difference methods.

Key words: partial derivative, calculation conservatism, matter transfer, scheme viscosity, finite differences, numerical solution, 
stability.
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Введение. Уравнение переноса вещества в простран-
стве неотъемлемая часть подавляющего большин-

ства математических моделей аэрогидродинамики. Это 
задачи прогноза погоды [1, 2, 3], расчета водного обмена в 
морях [4, 5] и океанах [6, 7, 8], переноса и распространения 
загрязняющих веществ в атмосфере и поверхностных во-
дных объектах.

Для одномерного пространственного случая, уравне-
ние переноса вещества S выглядит следующим образом:
первая форма , вторая форма (тождественная)  

                                         (1)

где:  ∂- частная производная, t - время, сек; x - простран-
ственная координата, м; S- некоторая масса материи, кг;          
V - скорость движения материи, м/сек.

Общеизвестные и широко применяемые в мировой 
практике конечно-разностные аналоги конвективных ча-
стей уравнения (1) могут при некоторых распределениях 
скоростей могут терять  консервативность. Здесь не рас-
сматривается диффузия примеси, которая часто исполь-
зуется для повышения устойчивости в вычислениях [5, 9].

Покажем, что самые простейшие задачи аэрогидроди-
намики уже в двумерном пространстве почти всегда га-
рантируют формирование полей скоростей, при которых 
общеизвестные  схемы теряют свою консервативность.

Заметим, что уравнение (1) является записью закона 
сохранения материи в дифференциальной форме. Это оз-
начает, что всегда и при любых скоростях перемещения 
вещества его количество не должно изменяться. Это обяза-
тельное свойство называется свойством консервативности 
[10, 11].

Запишем конечно-разностные аналоги уравнения (1) 
наиболее часто применяемые на практике и записанные 
в явной форме. Явными схемами называются схемы, в ко-
торых будущее распределение вещества полностью рас-
считываются на основании имеющегося распределения 
вещества и известных скоростей перемещения вещества 
[12, 13, 14]. Самыми распространенными схемами расчета 
являются схемы направленных разностей [3, 7, 8, 10].

Повсеместно распространенная конечно-разностная 
схема направленных разностей носит имя “схема Куранта 
- Изаксона – Риса” [10]. Эта схема считается и консерва-
тивной и транспортивной и устойчивой при выполнении 
условия Куранта-Леви [12, 15, 16, 17, 18]. Транспортивны-
ми схемами называются схемы, которые при применении 
обеспечивают имитацию движения числовых значений ха-
рактеризующих количество вещества в направлении ско-
рости движения [10, 19, 20, 21]. 

Методика исследования. Математический анализ 
дифференциальных уравнений и их конечно-разностных 
аналогов. Тестовые расчеты с привлечением простейших 
инструментов для вычислений. Сравнение результатов 
вычислений с аналитическими решениями и общими 
представлениями о сути законов сохранения при переносе 
вещества. 

Результаты исследований и обсуждение. Для первой 
формы записи уравнения (1) имеем конечно-разностный 
аналог (2)

  (2)

Для второй формы записи уравнения (1) имеем конеч-
но-разностный аналог (3)

(3)

Первая форма записи уравнения переноса вещества (1) 
используется повсеместно и почти во всех аэрогидродина-
мических моделях. 

Заметим, что вторая форма записи уравнения (1) и ее ко-
нечно-разностный аналог (далее к.-р. аналог) почти никогда 
и нигде не используется в связи с необходимостью больше-
го количества вычислений по сравнению с первой формой 
записи уравнения переноса вещества при тождественности 
результатов в случае одинаковых распределений скоростей 
и при неизменности знака скорости. Но причины этого 
игнорирования на наш взгляд гораздо серьезней. Одна-
ко, именно вторая форма записи уравнения (1) позволила 
сконструировать новый и абсолютно консервативный к.-р. 
аналог для решения уравнения (1). Консерватизм конеч-
но-разностных схем-аналогов для уравнений переноса про-
веряется следующим образом. Выписываются расчетные 
значения вещества в будущий момент времени для после-
довательности точек расчета, и проверяется их взаимоунич-
тожение при суммировании. Рассмотрим распределение 
скоростей по оси Х при котором нарушается консерватив-
ность конечно-разностных аналогов (2) и (3). Пусть для уз-
лов с порядковым номером меньше 7 скорость движения 
вещества положительна, а на узлах с порядковым номером 
7 и выше скорость движения вещества отрицательна.

Тогда к.-р. аналог (2) для группы узлов в окрестности 
узла с номером 7 будет выглядеть следующим образом: 

              

(4)          

Оставим без внимания одинокие слагаемые “Vt,10· St,10” 
и “Vt,3· St,3)”. Эти слагаемые должны провзаимодействовать 
или с граничными условиями или сократиться с слагаемы-
ми появляющимися при вычислении “St+1,3” и “St+1,10”. Но 
заметим что слагаемые “Vt,6 St,6” и “Vt,8 St,8” при заданной 
смене знака скоростей в точке с индексом 7 не сокращают-
ся. Это означает, что схема признанная  как консерватив-
ная и применяемая повсеместно при определенных усло-
виях теряет консервативность.

Напишем формулы расчета распределения вещества S 
при условии, что была использована вторая форма записи 
уравнения переноса вещества (1):

(5)

       

Так же как и в случае схемы (4) оставим без внимания 
слагаемые “Vt,4 St,3” и “Vt,9 St,10”. Эти слагаемые или долж-
ны провзаимодействовать с граничными  условиями или 
уничтожиться при вычислении вещества в точках с индек-
сами “3” и “10”. 
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Видно, что слагаемые “Vt,6·St,5” и “Vt,6· St,7” не уничтожа-
ются, если скорость переноса вещества меняет знак в точке 
“7” и как это записано выше.

Даже эта редкая, но иногда применяемая в расчетах 
схема при определенных условиях теряет также консер-
вативность. Здесь она рассматривается только потому, что 
именно она позволила создать новую консервативную схе-
му расчета движения примеси, об этом будет сказано далее 
по тексту. 

Рассмотрим следующую тестовую задачу. Одномерный 
расчетный участок разделен на части таким образом, что 
имеется 100 расчетных узлов. Пусть расстояние между уз-
лами равно плюс единице. На участке от первого до пяти-
десятого узла скорость положительна и равна единице. На 
участке от пятьдесят первого узла до узла с индексом 100 
скорость отрицательна и равна минус единице. На узлах с 
номерами “20”, “21”, “22” скорость слегка снижается до 
величины +0,8 и на узлах с номерами “79”, “80”, ”81” ско-
рость слегка повышается до величины -0,8. Некоторое по-
нижение скорости в двух зонах расчетного отрезка сделано 
для того чтобы увидеть поведение конечно-разностных 
схем при расчете прохождения вещества через эти зоны. 

На рисунке 1 показано распределение скоростей пере-

Рис.1. Распределение скоростей переноса вещества для каждого из 100 расчетных узлов

носа вещества для каждого из 100 расчетных узлов.
Начальное распределение вещества.  Для всех 100 точек 

кроме точек с номером “10” и “91” задано отсутствие ве-
щества в начальный момент времени. В точках с номерами 
“10” и “91” задано начальное содержание вещества равное 
“10”. Решение должно быть транспортивным, консерва-
тивным, симметричным и  адекватным реальности. Сим-
метричность должна наблюдаться в решении как следствие 
симметричности в распределении скорости и начального 
распределения вещества. Физически обоснованным ре-
шение будет считаться при отсутствии осцилляций в ре-
шении. Дело в том, что иногда консерватизм в количестве 
вещества может сочетаться с появлением необоснованно 
высоких значений вещества или даже его отрицательными 
значениями. Будем использовать шаг по времени равный 
максимальному предельному значению шага по времени 
по критерию Куранта-Леви, то есть .

Ясно, что вещество, двигаясь к центру расчетного от-
резка от узлов с порядковыми номерами 10 и 91 достигнет 
центра отрезка чуть позже сорокового интервала времени 
(меньше в связи с тем, что есть участок, где вещество будет 
двигаться со скоростью 0,8 вместо скорости 1.0).

Отобразим на рисунке 2 распределение вещества в на-

Рис.2. Распределение вещества в начальный момент времени, на 10 отрезок времени (до зон пониженных
скоростей), 20 (после зон пониженных скоростей) и 41
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чальный момент времени, на 10ый отрезок времени (до 
зон пониженных скоростей), 20 (после зон пониженных 
скоростей) и 41. На 41 интервале времени вещество, как и 
ожидалось, достигает точек с номерами 50 и 51 в которых 
скорости имеют разный знак и на 41 интервале времени 
теряется консервативность расчета.   Первая форма запи-
си уравнения сохранения массы, записанная в виде конеч-
но-разностного аналога направленных разностей (схема 
Куранта-Изаксона-Риса) меняет содержание вещества в 
расчетной зоне с 20 до величины 9.76 (шаг по времени 1, 
шаг по пространству 1, распределение скоростей дано на 
рис.1). Вторая форма записи уравнения меняет содержа-
ние вещества в расчетной зоне с 20 до величины 30.24, и 
только новая предлагаемая схема сохраняет консерватизм 
расчета. При применении новой схемы - вещества было в 
начальном распределении 20 единиц и осталось таким же 
даже после переноса вещества к точкам, где скорости меня-
ют знак. Становится также понятным, почему гидродина-
мики избегают использовать вторую форму записи уравне-
ний сохранения вещества и используют в основном только 
первую форму записи, исчезновение вещества не может 
аварийно завершить процесс вычислений. Бесконтрольный 
же рост количества вещества может вызвать аварийное за-
вершение вычислений. Для первой формы записи даже су-
ществует весьма оптимистичное название “дивергентная” 
форма записи уравнений сохранения [10]. Существует прак-
тика перехода от обычных форм записи уравнений к “ди-
вергентной” форме только для обеспечения возможности 
использования схемы Куранта-Изаксона-Риса [10].

Видно, что новая схема и схема для второй формы за-
писи уравнения сохранения вещества тождественно совпа-
дают на 10 интервале времени, создавая маленький “хвост” 
пика после прохождения зоны пониженных скоростей. Это 
и понятно, как будет показано в конце далее, новая схема 
тождественна схеме второй формы записи уравнения (1) в 
случае постоянства знака скоростей в соседних расчетных 
узлах. Однако при дальнейшем расчете (интервал време-
ни 20) “хвост” исчезает и все три исследуемые схемы дают 
тождественные решения. До 40 интервала времени наблю-
дается точнейший консерватизм всех трех исследуемых 
конечно-разностных схем, количество вещества в системе 
по прежнему равно 20 единицам.

Все становиться очень плохо для общеизвестных и 
широко применяемых на практике конечно разностных 
схемах (2) и (3) только на 41 интервале времени. И толь-
ко новая предлагаемая конечно-разностная схема ведет 
себя консервативно, она транспортивная, симметричная, 
устойчивая и физически адекватная. Запись (6) раскрывает 
структуру и построение этой схемы.

(6)

где: Ut,i ,Wt,i - просто переменные, вычисляемые через 
значение скорости перемещения вещества в зависимости 
от знака этой скорости. 

Конечно, вычислений в новой схеме в два раза больше, 
чем в шаблоне (3) для второй формы записи уравнения 
Сохранения вещества (1). Но это самая маленькая плата, 
которая сделана для обеспечения консерватизма в расче-
тах, ведь известно, что потеря консерватизма при решении 
уравнений сохранения материи может ставить под со-
мнение правильность любого расчета. Может возникнуть 
возражение следующего содержания. Невозможно редко 
встречается ситуация когда в соседних узлах скорости име-
ют разный знак.  Это совершенно неверное возражение. В 
любой даже двумерной задаче, где имеется расширение 
или сжатие двигающегося потока, перпендикулярные ос-
новному движению компоненты скорости будут иметь 
соседние точки, в которых знак скоростей изменяется на 
противоположный. Только  в трубе постоянного диаметра 
или русле постоянного поперечного сечения не возникнет 
ситуаций приводящих к потере консерватизма в расчетах.

Выводы. Ясно что, чем меньше абсолютные значения 
скоростей меняющих свой знак в соседних точках, тем мень-
ше величина потери консерватизма. Поперечные скорости 
обычно всегда значительно меньше продольных и основных 
движений потока вещества. Это обстоятельство обычно ма-
скирует потерю консерватизма. Обнаруженный не консер-
ватизм обычно объясняют ошибками округления цифр при 
их вычислении на ЭВМ, но это не так, потеря консерватизма 
концептуально заложена в направленных конечно-разност-
ных аналогах конвективных слагаемых уравнений сохране-
ния вещества. Новая схема (6) свободна от этого недостатка. 
Результатом применения новой схемы будет возможность 
использования шагов по времени максимально приближен-
ных к предельному шагу по времени определяемому крите-
рием Куранта-Леви и закономерным результатом примене-
ния новой схемы будет повышение эффективности решения 
аэродинамических задач. Любая из современных двумерных 
и трехмерных расчетных аэрогидродинамических систем, 
использующих в вычислениях  схему  направленных разно-
стей,  после самых малых изменений в коде, сможет увели-
чить и точность, и эффективность расчетов.   
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